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1. Problema en medicina

Queremos poder obtener una imagen de un plano interior del cuerpo humano sin requerir inter-
vencién quirtrgica. Se puede lanzar un rayo X en direccién de la recta L a una intensidad inicial Iy,
y medir su intensidad final I; al salir del cuerpo.

Este cambio de intensidad es dependiente de la atenuacién del rayo en cada punto del cuerpo.
Entonces, el objetivo es utilizar estas mediciones de cambios de intensidad para calcular la atenuacién
en cada punto del cuerpo, lo cual se utiliza como la imagen que queremos.

2. Modelamiento matematico
El modelo tiene los siguientes elementos:
e El cuerpo humano es un compacto 2 C R?

e La atenuacién en un plano es p : R? — R con soporte en 2, con condiciones de regularidad por
determinar

e Un rayo X es L una recta en R2. Sea L el conjunto de estas rectas.

Definimos entonces la transformada de Radon R[p] : £ — R como tal:

RI(L) = [ pla) lda]
Mas concretamente, podemos parametrizar L segun:

Lig = {zx € R*: (x,ng) =t}

Donde ng = (cos(f),sin(#)). Esto nos permite ver la tranformada como R : L*(R) — L'(S! x R),
con la siguiente expresion:

RIpl(t.60) = [ p(@)o((w.n0) ~ ) da
De acd podemos definir dos problemas [1]:

* Problema directo: Dado p, calcular R[p]
* Problema inverso: Dado R|[p|, calcular p

Este problema estd motivado por la Ley de Beer [2]:, que vé al cambio de intensidad de un rayo
en la recta L como la integral de la atenuacion:

in( ) = Rlol(E)

Esto significa que en el problema en medicina, podemos medir R[p| en cualquier recta L, y obtener
la imagen es calcular p(£2), por lo cual se plante6 como el problema inverso.

3. Desafios matematicos

Al resolver problemas inversos, existen tres problemas cldsicos a discutir:
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3.1. Inyectividad

Queremos demostrar que si R[p1] = R[p2] casi en todas partes, entonces se cumple que p; = po
casi en todas partes.

Primero, notamos que la forma en que escribimos la transformada de Radon nos da la siguiente
relacién con la transformada de Fourier:

/ RIpl(t, )= dt — p(wny)

No solamente permite demostrar inyectividad, sino que podemos obtener una férmula de inversién
explicita [3]:

1

p(r) = o

[ (Bl 0) < B) (oo o

Donde h es tal que h = |w|.

3.2. Estabilidad

Si nos mantenemos en la topologia L', no tenemos estabilidad. De hecho, existe un resultado
desastrozo [4]: Existe una secuencia (p,) C L' N C°, todas radiales a soporte en la bola unitaria
tales que:

* p, es acotada en L!
e Rp, — 0 tanto uniformemente como en sentido L*

* p, O converge en ningun punto, ni siquiera converge débilmente

Un resultado que si podemos notar es que R~! es continuo cuando se vé como operador desde
0 @ Lg° (ahora usando la informacién de las derivadas ademas del soporte compacto).

Existen otros resultados que extienden la transformada de Radon para poder definir una conver-
gencia de R™! es una topologia mas débil, pero estos no se cubrirdn en esta tarea.

Wl

o0

3.3. Reconstruccion

La férmula de inversion propuesta puede ser utilizada como algoritmo préctico de reconstruccién,
con la mayor desventaja siendo el problema de inestabilidad antes mostrado.

Dado que encontrar una transformada de Radon no es un problema dificil, otra manera de re-
construccion es resolver el problema de optimizacién [5]:

min | Rlp] — R
Con R la transformada medida. El problema de esta forma sigue siendo inestable, asi que es

posible considerar ademas estrategias de regularizaciéon para mejorar el desempefio contra el ruido.
Por ejemplo, podemos resolver el siguiente problema, parametrizado por A > 0 regularizador:

min || R[] — R||* + Alll|”
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4. Desafios ingenieriles

Existen varios desafios de realizar una tomografia. En particular:

* Las imagenes deben ser de alta resoluciéon para
cualquier algoritmo

ser de mayor utilidad. Esto aumenta el costo de

* Los rayos X tienen efectos dafiinos en el paciente si la dosis es demasiado alta. La reconstruccion

debe requerir pocos rayos para poder usarse fact

iblemente. En particular, la formula de inversién

no es viable sin discretizar la integral en muy pocos angulos. [6]

e Para cada plano que queramos representar, se requiere lanzar rayos en una variedad de angulos,
tales que estos puedan dar la informacién necesaria en la reconstruccion.

5. Simulaciones

Incluyo simulaciones en Python de una reconstruccion con la siguiente metodologia:

e Generar una imagen de 16 x 16 pixeles a través de ruido de Perlin.

¢ Calcular la transformada de Radon con el médulo scikit-image [7]

* Recuperar la imagen inicial resolviendo el problema de optimizacién antes mostrado (sin regu-
larizacion) y con el método de transformada de Radon inversa de scikit-image para comparar

estos métodos

e Agregar ruido de alta frecuencia y baja amplitud a las transformadas

e Comparar de nuevo los algoritmos, agregando optimizacién regularizada

Densidad simulada p(x, y)
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Densidad estimada con inversa de Radon p(x,y) Densidad estimada con optimizacién p(x, y)
Error: 0.019986899237521803 Error: 0.0021035669755289097
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Figura 1: Reconstrucciéon por distintos algoritmos.

Ac4 la inversién con optimizacién logré un error de orden 1072 en 30 segundos, mientras que la
inversién de la transformada logré un error de 1072 en 0.5 segundos.

Se intentd utilizar la solucién de la transformada como mejor inicializacién del optimizador, y
aumentar el nimero de rayos para mejorar la inversion, pero ninguno de estos dos métodos ayudé.

Luego, se agrego ruido de alta frecuencia a nuestras mediciones:

Pérdida de intensidad de rayos medidos con ruido
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diciones
Figura 2: Ruido de alta frecuencia para probar estabilidad.
Al correr los algoritmos anteriores en este caso, el error de las soluciones se aumenta a mas del

doble. En el caso de optimizacién pasa de 2.1 x 1072 a 5.23 x 1072, Para reducir este error, resolvemos
el problema regularizado con A = 277, reduciendo el error a 4.35 x 1073:
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Densidad estimada con optimizacion regularizada p(x, y) con mediciones ruidosas
Error: 0.004356861094162961
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Figura 3: Mejorando la estabilidad a través de regularizacion
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